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Uber die Ausdehnung der phanomenologischen 
Thermodynamik auf die Schwankungserscheinungen. 

Von Leo Szilard in Bertin-Dahlem. 

Mit drei Abbildungen. (Eingegangen am 11. September 1924.) 

Es wird gezeigt, daJJ man dnrch rein phii.nomenologisch thermodynamische Be­
trachtungen zur Beherrschung von Gesetzmii.Jligkeiten der Schwankungserschei­
nungen gelangen kann, zu deren Ableitung man sonst andere Prinzipien heran-

zuziehen pflegt. 

b1 einem System, welches sich ;i.m thermodynamischen Gleich­
gewicht befindet, sind die Parameter, wie etwa der Energieinhalt eines 
Teiles, zeitlichen Anderungen - Schwankungen - unterworfen. W i r 
mochten nun bier zeigen, daB Cj.er zweite Hauptsatz nicht nur 
tiber die m i ttleren Werte dieser schwankenden Parameter 
etwas aussagt, sondern auch noch tiber die GesetzmaBig­
keiten der Abweichungen von diesen mittleren Werten A.us ­
k unft gi bt. Bei fltichtiger Betrachtung konnte es so erscbeinen, als 
ob dies unmoglich ware, weil der zweite Haupts'atz gerade dort zu ver­
sagen scheint, wo die Schwankungen anfangen, sich bemerkbar zu 
machen. Dieses Bedenken trifft aber mehr die Form als den Grund­
gedanken der Thermodynamik, und man kann in der Tat durch rein 
phanomenologisch thermodynamische Betrachtungen zur Beherrscbung 
jener GesetzmaBigkeiten gelangen, zu deren Ableitung man sonst das 
Boltzmann sche Prinzip beranzuziehen pfl~gt. 

Wir miissen zunachst eine durchaus nabeliegende Prazisierung des 
zweiten Hauptsatzes mit Riicksicht auf die Scbwankungen vornehmen 
und kniipfen zu diesem Zwecke an eine bekannte Formulierung des 
klassischen Postulats der Thermodynamik an, indem Wir em ab­
geschlossenes System betrachten, welches bestebt : 

a) aus einem System verschiedener Korper, welches man Kreis­
prozesse durchlaufen laBt; 

b) aus einem Gewicht, das man heben oder senken kann, und das 
zur Aufspeicherung von Arbeit dient; 

c) aus einer Anzahl von unendlich groBen Warmereservoiren, 
den Hilfsreservoiren, welche zur Aufnahme der bei den Kreis­
prozessen frei werdenden \Varmemengen dienen. 

Das klassiscbe Postulat besagt dann, daB bei einem KreisprozeB, bei 
welcbem der Warmeinhalt der Hillsreservoire mit Ausnahme eines Reser-

Zeitschrift liir Physik. Bd. XXXII. 52 
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voirs unverandert bleibt, der \Yarmeinhalt dieses hervorgehobenen 
Reservoirs keinesfalls abnehmen kann. Bezeichnen wir die Warmemenge, 
welche das i-te Resen·oir anlaLllich des Kreisprozesses anfnimmt, mit Q,., 
so muLl also fiir dieses hervorgehobene ReserYoir 

Q>O 
gelten, wenn dabei fiir die anderen Reservoire 

gilt. 
Qi = 0 

Abstrahieren wir nun von den Schwaukungserscheinungen 
ni ch t, so m iissen wir folgendes sagen: Durchlauft das betrachtete Korper­
system w i e de rho l t einen ganz bestimmten KreitiprozeLl tmd rich ten 
wir unsere Aufmerksamkeit auf die Warmemenge, die eines der Reservoire, 
etwa das i-te Reservoir, dabei aufnimmt, dann finden wir infolge der 

Schwankungen jedesmal einen anderen Wert fiir Qi. So gelangen wir, indem 
wir denselben ProzeLl oft wiederholen, zu einer ganzen Stati.stik fiir den 
Wert Q,:. Wie grol.l im Einzelfall dieser Wert ist, hangt vom Zufall ab, 
und die W ahrscheinlichkeit dafiir, dal.l bei e in m ali g e r Durchfiihrung 

tmseres Kreisprozesses Qi bei Q im Intervall d Q liegt, wircl durch 
ir g end ein W ahrscheinlichkeitsgesetz 

gege ben *). 
lfi(Q) d Q 

\Vir postulieren nun: es muLl bei allen Kreisprozessen 
durch ein Reservoir im Mittel attfgenommene Warmemenge 

00 

Qti J QW('Q)dQ > 0 
-oo 

fiir die 

gelten, wenn dabei die ancleren Reservoire im Mittel keine Warme auf­
nehmen, so dal.l fiir sie 

00 

Qi = f Q 1ti ( Q) d Q 0 
-00 

gilt. 
Ware dieses Postulat bei irgend einem KreisprozeLl nicht erfiillt, so 

brauchte man denselben nur hinreichend oft zu wiederholen, urn beliebig 
groLle Warmeabgaben des hervorgehobenen ReserYoirs fast sicher erwarten 
zu diirfen. Das Postulat ist also nur ein Ausdruck ftir die Uberzeugung, 
dal.l man ein Perpetuum mobile zweiter Art auch bei Heranziehtmg der 

Schwankungserscheinungen nicht konstruieren kann. 

*)Die Behauptung, daJl irgend ein Wahrscheinlichkeitsgesetz maJlgebend 
sei, ist eine Annahme, die in cler ,-orliegenclen Arbeit zugruncle gelegt wird. 
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Exakte Kreisprozesse kann man zwar infolge der Schwankungen 
1m allgemeinen gar nicht durchfiihren, doch brauchen die Kreis­
prozesse, die w:ir liler :ins Auge fassen, durchau,: nicht exakt im S:inne 
der klassischen Theorie zu sein. :ff[an erkennt dies am besten an e:inem 
Beispiel: 

Wenn ein Korper nut dem unendlichen Warmere:::ervoir im ther­
mischen Gleichgew:icht steht, so schwankt se:in Energieinhalt noch 
um irgend einen mittleren \Vert. Trennt man ihn nun YOm Reservoir 
in irgend einem Augenblick, so wird dabei eine gewisse Energie im 
Korper abgefangen, deren Betra.g vom Zufall abhangt. Obwohl der 
Energie:inhalt dieses abgetrennten Korpers al o gar nicht exakt bestimmt 
ist, wollen wir seinen Zustand doch als Aufangszustand e:ines Kreis­
prozesses ansehen. Nun Yeriindern wir einen Parameter des Korper , 
z. B. sein Volumen, lassen ihn in bezug auf diesen Parameter etwa 
einen exakten Krei:sprozeil durchlaufen und bringen ihn nochmals mit 
dem zuerst gebrauchten \Varmereservoir :in thermische Verb:indung. YOn 
welchem w:ir ihn erst nach hinreichend langer Beriihnmg wieder trennen. 

un :ist der Endzustand des Prozesses erreicht, und wir sagen, daLl der 
Korper einen Kreisprozeil durchlaufen hat, obwohl der Energieinhalt 
nach dem Prozeil im allgeme:inen e:in anderer sein wird als im Anfangs­
zustand, da cloch beide Werte YOm Zufall abhiingig s:incl. Fiir die An­
wendbarkeit des zwe:iten Hauptsatzes geniigt es eben, dail der ProzeLl 
unendlich oft immer wieder durchgefiihrt werden kann, wenn nur dabei 
fiir die aufgenommene Warmemenge jedesmal diesel ben W ahrscheinlich­
keitsgesetze gelten. 

Koch besser crke1mt man, worauf es ankommt, wenn man, anstatt 
;m einem Ki:irper wiederholt den Kreisprozeil durchzufiihren, ihn 
an e:iner Reihe ''on unendlich Yielen Exemplaren des elben Korpen; 
simultan durchgefiihrt denkt. Wir reden wieder YOm "Kreis­
prozeLl '·, auch wenn ein Exemplar fiir sich nicht in den An­
fangszustand nach dem ProzeLl zuriickkehrt, falls nur dir 
Stati. tik der Rrihe YOr und nach dem Prozeil dieselbe ist. 
Fiir die bei dern Kreisprozeil durch die Reservoire aufgenommenen 
Warmemengen, gemittelt iiber die unendlich '-ielen Exemplare der H.eihe. 
gilt das Postulat cler Thermodp1amik ebenso wie fiir e:in Exemplar, ge­
mittelt tiber Yiele Ver uche. Da sich die Ausdrucksweise einfacher 
gestaltet, wenn \\'ir den zweiten Haupt atz so fiir viele Exemplare 
desselben Korpers formulieren, werden wir im folgenden diese Formu­
lierung- beYorzugeu. 

52* 
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Bei den endlichen Korpern, welche die Kreisprozesse durchlaufen, 

wollen wir von einer Temperatur hier nicht reden ; wir ordnen aber 

jedem unendlichen Warmereservoir i eine bestimmte Temperatur ti zu. 

Diese Zuordntmg ist noch fast ganz willkiirlich, es wird nur darauf 

geachtet, daJ.l das warm ere Reservoir i das groLlere ti erhalt *). 

Nun betrachte man jene reversiblen Kreisprozesse, welche insofern 

speziell sind, als bei ihnen nur zwei Reservoire, etwa die Reservoire 

t
1 

und t2 Warme aufnehmen oder abgeben. .Aus dem klassischen Postulat 

folgert man dann fur die Warmemengen, die bei einem solchen ProzeJ.l 

von den heiden Reservoiren aufgenommen werden, 

dabei ist f (t) unabhangig davon, welches der vielen moglichen reversiblen 

Prozesse man sich bedient, und ist somit eine universelle Funktion der 

willkiirlich definierten Temperatur t. 
Ganz analog folgt aus unserem Postulat flir solche Prozesse 

Aus dem klassischen Postulat folgt dann flir die Warmemengen, die 

anlaJ.llich eines nunmehr beliebigen Kreisprozesses durch die Reservoire 

aufgenommen werden 

dabei ist Ti die thermodynamische Temperatur des Reservoirs, welche 

mit Hille der universellen Ftmktion durch die Festsetzung 

definiert wird. 

In ganz iihnlicher Weise folgt a us unserem Postulat 

~ Qi >0. 
..6 T· = 

1 

(1) 

Es geniigt auch, den Begriff der Entropieiinderung zunii?hst nur fiir 

die unendlichen Reservoire festzulegen . Nimmt ein unendliches Reservoir 

*) Werden zwei unendliche Reservoire miteinander warmeleitend verbunden, 

und flieJlt dann im Mittel Energie aus dem einen in den anderen hinliber, so ist 

der erstere der warmere. 



tiber die Ausdehnung der phanomenologischen Thermodynamik usw. 7 57 

von der Temperatur T m einem Einzelfall die Warmemenge Q auf, so 

sei der Quotient 

als seine Entropieandenmg bezeichnet. 

entsprechend 

festgesetzt. 

Bei mehreren Reservoiren sei 

Wahrencl nun clas kla sische Postulat fiir alle Kreisprozesse 

S>O 
forderte, mtissen wir folgendes sagen: Bei wieclerholter Durchftihrung 

ein und desselben Kreisprozesses werden wir v e r s chi e den e Wert­

systeme ( Q
1

, Q9, ••• ) und daher auch verschiedene Werte S erhalten. 

Bei einem bestimmten KreisprozeLl gibt aber eine bestimmte 

W ahrscheinlichkeitsfunktion 
W(S)dS 

die Wahrscheinlichkeit claflir an, da.Ll wir bei einmaliger Durchflihrung 

des Kreisprozesses eine Entropiezlmahme der Reservoire zwischen S und 

S + cl S erhalten. Es berechnet sich W (S) in einfacher Weise a us 

den Funktionen Wi ( Q), welche fiir die aufgenommenen Warmemengen 

bei diesem KreisprozeLl gelten. Ftir den Mittelwert von S 

findet man 

s = fsw(S)dS 
0 

- 2: Q, s = - · 
Ti 

Unser Postulat fordert also fiir alle Kreisprozesse 

8> o. 
Diese Ungleichung laLlt sich auch folgendermaLlen interpretieren: Spielt 

jemand mit Hille Yon Kreisprozessen ein thermodynamisches Glticksspiel 

mit cler Absicht, die Entropie der Warmereservoire zu verkleinern, so 

verhalt sich die Natur ihm gegentiber wie eine wohleingerichtete Spiel­

bank, bei welcher man zwar ab und zu gewinnen kann, bei der es aber 

keinen Spiel plan gibt, welcher bei Dauerspiel zur Bereicherung ftihrt *). 

*) Es ist naheliegend, gegen die vorliegende Fassung des zweiten Haupt­
satzes, welche auch angesichts der Sohwankungserscheinungen strenge Giiltigkeit 
beansprucht, ein Bedenken gel tend zu machen, welches chon auf Max: we II 
zuriickgeht: 

Wenn ein Dii.mon zu unseren Diensten stiinde, der imstande ist, den jewei­
ligen Wert der schwankenden Parameter zu e=. und "dann jeweils passend 
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Recht ahnlich hat auch Smoluchowski die Uberzeugung ausgedriickt, 

da.Ll man ein Perpetuum mobile zweiter Art auch bei Beranziehtmg der 

Schwanktmgser::;cheimmgen nicht konstrnieren kaun. 

Es soli nun an dem Beispiel der Energieschwankung gezeigt 

werden, wie man aus dem Postulat der 'l'hermodynamik, in welches 

explizite nur gewisse mittlere W erte Q eingehen, nicht nur tiber die 

mittleren \Verte der schwankenden Parameter, sondern clariiber hinaus 

iiber die GesetzmaLligkeiten der Alnveichungen von diesen mittleren Werten 

AufschluLl bekommt. Es ergibt sich so die Moglichkeit einer einheitlich 

thermodyna.misehen Behandlung der Schwankungserscheintmgen. 

Die Energieschwankungen. 

W enn ern Korper mit einem unendlichen Warmereservoir in th~r­

mischer Verbindung steht und wir ihn sodann in irgend einem Augen­

blick von dem Resenoir trennen, so wircl er einen bestimmten Energie­

inhalt zuriickbehalten, deren Betrag durch ein W ahrscheinlichkeitsgesetz 

geregelt wird, welches noch YOn der Temperatur des Reservoirs abhangt. 

Die \Y ahrscheinlichkeit dafiir, dall dieser Energieinhalt zwischen u und 

u + d t! liegt, sei dun:h 
W*(u; 'l.')dt! 

angegeben. Dieselbe Verteilungsftmktion l'P(t£: T) beschreibt auch die 

Energiestatistik einer Reihe, die aus tmendlich vielen Exemplaren desselben 

Korpers besteht, wenn jedes Exemplar zuvor hinreichend lange mit einem 

Reservoir von derselben Temperatur T in thermischer Beriihrung ge­

standen hat. 

Wir wollen diese Energiestatistik als die normale Verteilung cler 

Reihe bei der Temperatur T bezeichnen, weil es sieh zeigt, daLl sie fi.ir 

den betreffenden Korper charakteristisch ist und YOn Nebenumstanden 

nicht mitbestimmt wird. So ist es z. B. gleichgiiltig, ob die Beriihrung 

durch Warmest.rahlung oder durch Warmeleitung vermittelt wird . Dies 

einzugreifen, so konnte man, indern man sich seiner bedient, sicherlich ein 

Perpetuum mobile zweiter Art konstruieren. Wir :llenschen konnen zwar den 

Wert der Parameter nicht erraten, aber wir konnen ihn messen und konnten so, 

je nach dem Ergebnis dieser Messung, unseren Eingriff passend einrichten. Es 

erhebt sich so die Frage, ob man nicht auf diese Weise doch zu einem Wider· 

spruch zur dogmatisch strengen Auffassung des zweiten Hauptsatzes ko=t. 

Wir hoffen, diese Frage in einer bald erscheinenden Arbeit befriedigend 

beantworten zu konnen und urngehen in der vorliegenden .Arbeit die Schwierigkeit, 

indem wir zunachst bei den Gedankenexperimenten die Eingriffe nicht mit clen 

Schwankungen koppeln, sondern uns auf Eingriffe beschranken, die ebensognt 

durch periodisch funktionierende ~[aschinen getatigt werden konnten. 
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Mngt mit der Stabilitat der normalen Verteilung zusammcn, einer Eigen­

schaft, welche sie vor ancleren Verteilungen auszeichnet. Liegt eine 

Reihe mit irgend einer anderen Energiestatistik W(~t) vor, o kann man, 

inclem man jecles ihrer Exemplare einen Proze!l durch laufen la!lt, ihre 

Verteilung abandern, ohne dall dabei in anderen Korpern eine Veranderung 

hinterbleibeu miil.lte. Anders ist es, wenn die Reihe mit ihrer norrnalen 

Yertcilung vorliegt: wie es sich zeigen wird, ist es dann ohne Kornpen­

sation nicht rnoglich, ihre Energiestatistik bei festgehaltenem Energie­

mittelwert abzuandern. Diese Stabilitat hangt damit zusammen, dall 

eine Reihe mit nicht normaler Verteilung unter Erzwingung einer ganz 

bestimmten Entropieverminderung der Hilfsreservoire bei festgehaltenern 

Energiemittelwert in die normale i.ibergefiihrt werden kann. 

Die Bestimmung der Gleichgewichtsstatistik. 

\\"ir wollen weiter unten erortern, inwiefern man aus dem zweiten 

Hauptsatz darauf schlie!len kann, dall bei jedem Energiemittelwert cine 

Verteiltmg fiir die Reihe e:xistiert, welche ohne Kompensation nicht 

abgeandert werden kann und die desbalb als stabile Verteilung be­

zeichnet werden soU. Im vorliegenden Abschnitt wollen wir jedoch die 

Existenz voraussetzen und die Gesetzm~i!ligkeit .ermitteln, welcher die 

stabilen Yerteilungen notwendig gehorchen mi.issen. 

Es ist Jeieht einz11sehen, da.ll die Verteilung, welche sich einstellt, 

weun mau eine Reihe gliedweise mit einem unendlichen Warmereservoir 

in>; thermiscl1e GJeichgewicht setzt und die wir als normale Verteilung 

bezeichnet haben. ei11e stabile Verteilung sein muLl. Um dies zu er­

kennen , brat1cht ma11 blo!l zu bedenken, da!l jene stabile Verteilung, 

deren Energiemitteli\·ert der Temperatur des Reservoirs entspricht, clurch 

Beri.ihrung mit. dem Reservoir in die normale Verteilung iibergefiihrt 

wird, ohne dall dabei das Reservoir im l\fittel Warme aufnimmt. Es 

wi.irde also eine Aba.nderung der stabilen Verteilung ohne Kompensation 

vorliegen, falls die stabile Verteilung mit der normalen Verteilung nicht 

identisch ware . Urn iiber die stabilen Verteilungen Nahere>; zu erfahren, 

stellen wir nun die folgenden Betraclitw1gen an. 

Es soll eine Reihe des Korpers 1) mit einer beliebigen Energie­

statistik l'f'1 (~1) d ~~. und eine Reihe des Korpers 2) mit der Verteilung 

W2 (zt)(1~£ vorliegen. Wir ordnen mm jeclem Exemplar der Reihe 1) 

ein Exemplar der Reihe 2) zu tmd bringen sie in thermische Beri.ihl·ung 

mi teinander. Die vVahrscheinlichkeit dafi.ir, clall in einem solchen 
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zusammengesetzten Exemplar dann eine Energie zwischen tt und u + d u 

vorhanden ist, wird durch 
u 

du W(u) = du fw1 (~) W~(u- ~)d~ (2) 
0 

angegeben *). Wenn wir nun nach hinreichend langer Beriihrung die 

heiden einander zugeordneten · Exemplare wieder voneinander trennen, 

so ist im allgemeinen die Statistik der heiden Reihen 1) und 2) eine 

andere geworden. Liegen jedoch die heiden Reihen zu Anfang mit 

ihrer normalen Statistik vor (beide von derselhen Temperatur) und 

fiihren wir eine Beriihrung in der geschilderten Weise durch, so 

f o r de r t die S t a hili tat, daB nach der Beriihnmg wieder die urspriing­

lichen VerteiJungen vorhanden sind. Man konnte an diese Forderung 

allein anlrnilpfen, urn tiber die Gleichgewichtsverteilung Naheres zu er­

fahren. Wir wollen aber noch ein Zweites fordern: 

Wenn wir jedem Exemplar der Reihe 1) ein Exemplar der Reihe 2) 

zuordnen, so kann man aus der Kenntnis des Energieinhaltes u1 eines 

Korpers 1) selbstver tandlich in keiner Weise Schliisse auf den Energie­

inhalt des zugehOrigen Korpers 2) ziehen, falls sich die Gleich­

gewichtsverteilung in den heiden Reihen voneinander unabhangig auf 

irgend eine Weise eingestellt hat; die heiden W erte t£1 und u9 sind von­

einander statistisch •tmabhangig. vYir fordern nun, dal.l diese stati­

stische Unabhangigkeit auch nach vorgenommener Beriihrnng erhalten 

hleibt. 
Bringen wir je einen Korper der Reihe 1) mit je einem Korper der 

Reihe 2) in Beriihrung, so schwankt die Energie jeweils zwischen den 

heiden Korpern hin und her. Trennt man ein solches Korperpaar nach 

hinreichend langer Beriihrung, in irgend einem Augenblick , so wird die 

W ahrscheinlichkeit dafiir, daB in dem Korper 1) eine Energie hei ~£1 im 

Intervall du1 abgefangen wird, durch irgend ein Wahrscheinlichkeitsgesetz 

v19 (ul j tt) dttl 

angegehen. Nach hinreichend langer Beriihrung kann dieses Gesetz nur 

noch von der Energie tt abhangen, welche in den heiden Korpern ins­

gesamt vorhanderl. ist, nicht a her davon, in welcher Weise sich die Ge­

samtenergie urspriinglich aus den Beitragen der heiden Korper zu­

sammengesetzt hat. Liegt also eine ganze Reihe von Korperpaaren in 

*) V gl. Anmerkung 1. Die Anmerkungen sind am Schlnll der Arbeit zn­

sammengestellt. 
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BerUhrung vor und ist der Energieinhalt bei t,, .so ist nach dem Spalten 

die relative Anzahl jener Paare, bei welch en die Energie des Korpers 1) 

bei ttl im Intervall dul liegt, dnrch vl2 (ul; u) dul gegeben *). 

Wir wollen nun zusehen, wie sich die temperaturunabhangige 

Funktion V12 aus den temperaturabhangigen Funktionen Wt und W2* 

berechnen la£t, welche die normalen Verteilungen fur die heiden Reihen 

angeben. Zu diesem Zwecke betrachten wir zwei Reihen, welche mit 

der Gleichgewichtsverteilung vorliegen. Nehmen wir dann eine Be­

rUhrung vor, so erhalten wir nach der BerUhrung wieder die ursprting­

lichen Verteilungen Wt und Wt und es ist die Wahrscheinlichkeit daftir, 

da.Ll nach der Bertihrung die Energie des Korpers 1) bei u 1 im Intervall du1 

und zugleich die Energie des zugehOrigen Korpers 2) bei u2 im 
Intervall du2 liegt, entsprechend der statistischen U nabhangigkeit durcb 

Wt (u1) W2* (u2) du1 du~ 

gegeben. Wir konnen den Zustand des Paares ebensogut durch u1 und 

die Gesamtenergie u = u 1 + u 2 charakterisieren und erhalten dann, da 

die in Frage kommende Funktionaldeterminante identisch Eins ist, flir 

die W ahrscheinlichkeit ··'q, daB die Energie des Korpers l) bei u1 [im 
InterYall dn

1 
und zugleich die Gesamtenergie bei u im Intervall du liegt: 

q = W1* (u1) W2* (u- u1) du1 du. 

Diesel be W ahrscheinlichkeit q konnen wir aber auch so berechnen, 

daB wir zuerst aile Paare auswahlen, deren Gesamtenergie bei u im 
Intervall dt~ liegt. Durch diese Auswahl erhalten wir eine Teilreihe; 

die W ahrscheinlichkeit daftir, daB bei einem aus dieser Teilreihe heraus­

gegriffenen Paar die Energie des Korpers 1) bei u1 im Intervall du1 

liegt, ist definitionsgemaJ.l durch V19 (u1 , u) du1 gegeben. Andererseits 

ist die W ahrscheinlichkeit daftir, daLl ein aus der nrsprtinglichen, voll­

standigen Reihe herausgegriffenes Paar der Teilreihe angehort, durch 

W* (u) d n gegeben (vgl. r. 2). Es ist also die W ahrscheinlichkeit daftir, 

da.Ll bei einem aus der vollstandigen Reihe herausgegriffenen Paar beide 

Bedingungen erftillt sind, durch 

1:1 = V12 (t~1 , 1.~) W*(u)du1 du 
gegeben. 

*) Fiir den Ktirper 2) gilt analog 

v21 (1~2; u) du2. 
und da u 1 + 1~2 = 1~ gilt, so ist 

v21 (n- 11]; 1!) = vl2 (ul; 1£). 
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Der Vergleich mit dem oben gefundenen Werte liefert 

v (u u) = w~ (~tl) w: (tt -ttl) . 
1~ 1' W*(u) ' 

dabei ist u 

liTT*(tt) = fw~(s) w;(tt- s)ds. 
0 

(4) 

Die Funktionen w;, ·w; und liV* hangen auch noch von 1' ab, da­
gegen darf selbstverstandlich der Quotient v12 (ttl, u) YOn T nicht ab­
hangen. Hieraus folgt nun hereits, daB die Verteihmg w; YOn der 

Form ist w; (tt, T) = C(T)g(u)e'r<nu. 

Gm dies einzusehen, geht man am besten zu den Logarithmen iiber. Be­
zeichnet man die Logarithmen der in Nr. (4) Yorkomrnenden Groilen mit 
den entsprechenden kleinen Buchstaben, so erha)t man 

v12 (u11 u) + w*(u, T) = w;(u1 , T) + w;(tt- u1, T). 
Differenziert man nun partiell bei festem 1' nach 1t1 und setzt damt etwa 

u
1 
= 0, so sieht man, clail ~:; von der Form 

:u w; (tt, T) = (1 (u) + {2 (7?. 

Durch Integration nach tt findet man, daB w; von der Form ist 

w; (u, 1') = (8 (u) + {2 (1') ·tt + t~(T) 
und entsprechend muB also die normale Verteilung W

2
* von der Form 

w;(u, T) = C(T) g(tt)e'P(T)u. (5) 
t<ein. Dasselbe findet man natiirlich auch fii.r die normale Verteilung Wt, 
indem man den Quotienten v21 betrachtet. 

Raben nun umgekehrt Wt tmd VT'
2
* die angegebene Form und fiihrt 

man sie in den Quotienten V12 ein (vgl. Nr. 4), so siebt man, dail die 
Una.bhangigkeit von '1' dann und nur dann gewahrt i;;:t, wenn cp fiir 
beide Korper diesel be Funktion von 1' darstellt (bit< auf eine von 1' 
unabhangige Konstante, welche man ja immer in die Ftmktion g mit 
einbeziehen kann). Da dies fiir zw ei belie bi ,g:e K o rpe r gilt, so 
ist cp eine von der besonderen \Yal1l de::' Korpers unab­
hangige , d. h. universelle Funkt.ion der Temperatur. Die 
Fnnktion g bleibt unbestimmt, C(T) wird au · g durch die Bedingtmg 

bestimmt. Es ist 

fW*(tt)dtt = 1 
0 

C(T) = 1 

J g(tt) e'f(T)udtt 
0 
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Die normale V erteihmg fUr einen Korper wird so mit durch die Angabe 
der , Gewichtsfunktion" g festgelegt*). 

Wir miiJ.lten hier auch die Moglichkeit· in Betracht ziehen, daJ.l nicht 
nur ein Energieintervall, sondern auch gewisse Energiewerte, im beson­
deren die Energie Null, eine endliche W ahrscheinlichkeit haben konnten 
(quantenhafte Energieverteilung). Dies miiJ.lte um so mehr gescheh~n, 
als man sonst bei keiner W abl von g ( u) erreichen kann, daJ.l die Warme­
kapazitat etwa mit T 3 abfallt, wie es z. B. bei einem Hohlraum der Fall 
sein miiJ.lte, in welchem das Stefan-Boltzrnannsche Gesetz herrscht**). 
Dennoch wollen wir uns auf stetige Verteihmgen beschranken, urn die 
Darstelltmg nicht zu komplizieren. 

Naherungsrechnung. Die Streuung der normalen Vcrtcilung. 

Indem man eine Naherungsrechnung zugrunde legt, lassen sich 
die Betrachtungen leicht auf Gnmd des zweiten Hauptsatzes allein 
durchfiihren, ohne daJ.l man die Existenz einer stabilen Verteilung und 
dergleichen mehr vorauszusetzen brauchte, was wir in dem vorigen Ab­
schnitt tun muJ.lten. Im Interesse der Reinheit der Methode konnte inan 
daher im folgenden durcbweg von dieser Naherung Gebrauch machen. 
Wir begniigen uns aber damit, in dem vorliegenden Abschnitt zu zeigen, 
dail man bei Verwendung der Naherungsrechnung auf Grund des zweiten 
Hauptsatzes allein die statistische Thermodynamik aufbauen konnte und 
werden dann in dem restlichen Teile der Arbeit wieder mathematisch 

streng rechnen. 

Die erwahnte Nli.herung beruht darauf, dail WH die Schwankungen 
als sehr klein ansehen und dementsprechend annehrnen, dail die Ver­
teilungsfunktionen W (u) rechts und links vom Hochstwert sebr rasch 
abfallen. Man kmm sie dann namlich durch ihren 1\'Iittelwert 

und ihre Stremmg 

u = f u W(t~) cltt 
0 

1J = f <t~-u)iW(t~)du 
0 

*) Ist umgekehrt die normale Verteilung gegeben, so ist dadurch g nicht 
eindeutig definiert, sondern nur bis auf einen Faktor, der von u nicht abhangt. 

**) V gl. Anm. 2. 
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charakterisieren. Im besonderen gilt, wenn t' ( t~) eme ·anft verlaufende 

Funktion ist: 

J {
d~f 

f(u) W(u) dt~ "' f'(u) + -d 2 } _ 7J
2

; 
u 'l£='lt 

0 

(!:i) 

letzteres erhalt man, indem man f(u) an der Stelle u = fi nach der 

Taylorschen Formel entwickelt und das Integral des Restgliedes 

r dSf (u- i£)8 
J = J dus ---g)- W(u) dt~, . 

0 

d3 f 
wobei --

8 
an Stellen zwischen t~ und u zu nehmen ist, vernachHlssigt. 

dtt 

Dieser Naherung entsprechend wollen wir nun die Stabilitat der 

normalen Statistik aus dem zweiten Hauptsatz ableiten, indem wir 

zeigen, dai.l es ohne Kompensation lnicht moglich ist, die Stremmg einer 

Reihe mit normaler Statistik abzuandern. Aus der Stabilitat der nor­

malen Streuung werden wir dann folgern konnen, dai.l ihr Wert durch 

du* 
rJ* = 1/J(T) dT (7) 

angegeben ist. Dabei bedeutet 1jJ fur aile Korper dieselbe Zahl, d. h. eine 

universelle Funkt.ion der Temperatur. Wir iiberlegen wie folgt: 

Wenn zwei Reihen vorliegen, welche zuvor hinreichencl lange mit einem 

Warmereservoir in Berlihrung gestanclen haben, so fordert der zweite Hauptsatz 

unmittelbar, daJl man ohne Kompensation den Energiemittelwert der einen Rei he 

nicht auf Kosten des Energiemittelwertes der anderen Reihe erhohen kann. Ware 

dies niimlich moglich, so brauchte man bloJl diese Reihe in reversibler Weise ab­

zukiihlen uncl die andere Reihe entsprechend zu erwarmen, bis die ursprlinglichen 

Energiemittelwerte wieder erreicht sind, urn cine Entropieabnalune der dabei be­

nutzten Reservoire zu erzwingen. (Es wird namlich beim Erwarmen der einen Reihe 

dieselbe Warmemenge von den Reservoiren abgegeben, welche bei der Abklihlung 

der anderen Rei he von ilrnen , be i h o here r 'rem per at u r aufgenommen wird.) 

Bringen wir zwei Reihen, deren Energiestatistik durch W1 bzw. W2 an­

gegeben ist, miteinander gliedweise in thermische Berlihrung nnd trennen wir sie 

dann nach hinreichencl langer Berlihrung wiecler ·voneinander, so werden nach 

dem Trennen die beiden Reihen mit neuen Energieverteilungen vorliegen, welche 

mit W{ bzw. W~ bezeichnet seien. Fur den mittleren Energieinhalt der Reihe 1) 

nach dem Trennen 
00 

u; J u1 W{ (u1) du1 

0 
gilt in unserer Naherung*) 

_, "' - c- ) -1 {d2 
u12} 111 + 112 

u1 = tt12 u - dt,2 u=u ~· 

~----
--

1) Vgl. Anm. 3. 

(8) 
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Dabei bedeutet 00 

'ii12(u) = J tt1 V12(u1; u) du1. 

0 

Bringen wir nun zwei normale Reihen in der geschilderten Weise zur Beriihrung, 

so muJJ cler Energiemittelwert unverandert bleiben, und es gilt also 

u! = ih2 (u*) + __ 1_2 - _ 1 __ 2 . {d
2
u } "* + 11* 

du2 u.=u• 2 
(9) 

Wie man in Nr. (8) sieht, wird der Energiemittelwert nach der Beriihrung u]. 

durch die Energiemittelwerte vor der Beriihrung allein nicht bestinlmt, sondern wird 

in unserer Nii.herung durch die Streuungen mitbestinlmt. Konnte man daher, von zwei 

normalen Reihen ausgehend, die Streuung der einen Reihe, etwa der Reihe 1), 

ohne Kompensation abandern, so ware der zweite Hauptsatz sicherlich verletzt, 

denn bei der Beriihrung der heiden Reihen wiirden die Energiemittelwerte ab­

geandert werden. Man erhalt niimlich fiir den Wert dieser Abanderung des Energie­

mittelwertes 

indem man Gleichung (9) aus der Gieichung (8) subtrahiert. So folgt, wenn etwa 

171 = '7! und '7 =1= '7~ ist, tatsachlich eine Abanderung des Energiemittelwertes. 

D a mit i s t di e Stabilitat d e r norm a l e n Streuung in un se r er N a h erung 

th ermodynami sc h e rwi ese n. 

Aus der Stabilitat folgt nun, da1l, wenn man von zwei normal e n Reihen 

ausgeht und eine Beriihrung in der geschilderten Weise vorninlmt, n a c h der Be­

riihrung wi eder di e ur spriingli c h e n normal e n Streuungen vorliegen miissen. 

Fiir die Streuungen nach der Beriihrung 

00 

"' 't = J (ul- u'l)2 W{ (uJ d Uu 

0 

gilt in unserer Nliherung*) 

n'1 

dabei bedeutet 

J ( u2 - u9) 2 W2 ( u2) du2 
u 

J [ul- ul2 (tt)]2 vl2 (tt l ,u) dul' 

0 

und wenn man von zwei normal e n Reihen ausgeht, so gilt also 

*) Vgl. Anm. 4. 

(10) 
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Beriicksichtigt man, daO cntsprechend Nr. (3): 

'712 = '121 
gilt, so erhillt man*) a us Nr. (10): 

"'I! _li_. 
duf du:' 
dT clT 

da di es aber fiir zw e i b c liebig e Korper gilt . so muO der Quotient 

'7* 

d
-=. = y;(T) 
t£ 

dT 

(11) 

(12) 

fUr aile Korper diesel be, cl. h. eine u n i 'e rs e II e Funk ti on der Temperatur sein . 
Es ist bemerkenswert, da.O schon aus dem phanomenologischen zweiten 

Hauptsatz die Existenz einer solchen universellen Funktion folgt. 

Vergleichen wir nun das Resultat der Naherungsrechnung mit dem 
Ergebnis der strengen Rechnung. Letztere ergab fiir die normale Ver­
teilung W*: 

W* = C(T)g(u)e'P(T)n; 
bilden wir die Stremmg 

so finden wir die Identitat 

setzen wir 

00 

"1* = f (u- u)2 W* clu , 
0 

du* _ dcp * 
cl1' - (ili"1 ' 

dcp 
dT 

1 
tj!(T)' 

so erhalten Wlf m Ubereinstimmung mit Nr. (7): 

clu* 
"1* = tj!(T) dT . 

(13) 

,Freie" und ,normale" adiabatische Prozesse. ,Normale" Kreisprozessc. 

\Vir betrachten nun einen homogenen Korper, dessen Zustand durch 
seinen Energieinhalt und sein V olumen bestimmt ist. Man denke etwa an 
ein Gas**) in einem zylindri schen GefaB, das durch einen Yerschiebbaren 
Kolben abgesperrt ist. Indem man den Kolben hineindriickt oder heraus­
zieht, wli·d dann das Gas komprllniert bzw. expandiert tmd es liegt so 
ein Korper vor, dessen Zustand man durch die Angabe des Energie­
inhaltes und des Volumens als gegeben ansehen kann. 

*) Vgl. Anm. 5. 
**) Man denke dabei nicht gerade an ein ideales Ga , sonclern ganz allgemein 

an einen Korper, dessen Zustancl durch Energie uncl Volumen bereits gegeben ist. 
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Expandiert man mm einen solchen Korper YOm exakten *) Volumen v1 adiabatisch bis zu dem exakten Yolumen v, so wird sein Energieinhalt 
in1 expandierten Zustande durcb seinen Energieinhalt im Anfangszustande 
exakt bestimmt. Dabei muLl man freilich die Expansion hinreichend 
langsam leiten, sonst macht sich der EinfluB der Druckschwankungen 
bemerkbar. 

Wir betrachten nun eine Reihe, welche aus tmcndlich Yielen 
. Exemplaren eines solchen Korpers besteht. Ist das W ahrscheinlichkeits­

gesetz gegeben, welches die Energiestatistik der Reihe im Anfangs­
zustand v = v1 beschreibt, dann kann man leicht berechnen, welches 
W ahrscheinlichkeitsgesetz nach der Expansion die Statistik angibt. weun 
w:ir nur die Energie eines Exemplars entlang der adiabatischen Expansion 
als Funktion der Anfangsenergie 1t1 und des Volumens v kennen. Be­
zeichnen wir das W ahrscheiulichkeitsgesetz, welches nach der Expansion 
bis zu dem Volumen v hern;cht, mit W(u, v), so gilt namlich die lineare 
partielle Differentialgleichung**) 

a a 
a- [P (tt, v) W(u, ·v)]- a- W(u, v) = 0. (14) u v 

Dabei ist p (u, v) mit Hille der Adiabatenschar tt = 1t (n1, v) so 
definiert. daLl langs der Adiabate 

clu = -pdv 
gilt. E,; ist also 

( ) - au (u!, v) 
p n, v -- av . 

Es ist dann p (u) nichts anderes nls der zeitliche Mittelwert des Drucke:;, 
wenn der Energieinhalt des Korpers nicht schwaukt, sondern den exakten 
Wert n dauernd beibehalt. 

}\Ian findet***) aus Nr. (14) 

oder ldirzer 

du 
dv 

Fiir die Streuung findet man 

- Jp (u, v) W(u, v) dtt 

0 

du 
dv 

-jJ. 

rlr; r -clv = - 2 J (u-u)p(u, v) W(u, v) du. 

';') Vgl. Anm . 6. 
''"") Vgl. Anm. 7. 

*''"'') Vgl. Anm. 8. 

0 

(15) 

(1G) 
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Wieman aus Nr. (15) ersieht, ist der Abfall des Energiemittelwertes 

entlang der adiabati chen Expansion durch den jeweiligen En erg i e­

mittelwert u allein nicht bestimmt, sondern wird im allgemeinen 

durch die ganze Verteilung W(u) mitbestimmt. 

Geht man nun von einer normalen Reihe aus, so wird entlang 

der adiabatischen Expansion die Statistik keineswegs normal bleiben, 

sondern wiru sich bei dieser "freien" adiabatischen Expansion mehr 

oder weniger von der normalen Statistik entfernen. Man kann . 

jedoch auch so expandieren lassen, dail die Statistik dauernd 

normal bleibt und dail trotzdem ein Vorgang vorliegt, den 

man mit einem gewissen Recht auch als "adiabatisch" be­

zeichnen kann. Ein solcher "normaler" adiabatischer Prozeil kommt 

so zustande, dail man die Reihe, von einem normalen Zustand ausgehend, 

nur urn unendlich wenig "frei adiabatisch" expandieren lailt, dann 

aber mit einem passend temperierten Reservoir in thermische Beriihrung 

bringt. Die Temperatur des Reservoirs wird so gewahlt, dail es bei der 

Beriihrung im Mittel keine Warme aufnimmt. Die Beriihrung bewirkt 

dann lediglich, dail in der Reihe sich wieder genau die normale Ver­

teilung einstellt, von der die Verteilung nach der unendlich kleinen 

freien adiabatischen Expansion bereits um unendlich wenig abweicht. 

Nun wird wieder vom Reservoir getrennt und expandiert usw. Indem 

man so entlang der ganzen Expa:nsion mit entsprechend temperierten 

Reservoiren Gleichgewicht aufrecht erhalt, erzielt man eine Expansion, 

entlang welcher die Statistik normal bleibt. Wir wollen sie, weil die 

Reservoire dabei i m Mittel keine Warme aufnehmen, auch als adia­

batische, und zwar als "normale" adiabatische Expansion bezeichnen 

zum Unterschied von der friiher besprochenen "freien " adiabatischen 

Expansion. Geht man von einer Reihe mit normaler Verteilung aus, so 

lauft im allgemeinen der Energiemittelwert bei der Expansion entlang 

verschiedener Kurven im (u, v) -Diagramm je nachdem, ob man "frei" 

oder "normal " adiabatisch expandieren lailt. 

Man kann nun eine Korperreihe in reversibler Weise auch erwarmen, 

indem man sie allmahlich mit immer warmeren Reservoiren in Beriihrung 

bringt. Der Energiemittelwert lauft dann im (u, v) -Diagramm entlang 

einer Ordinate. Indem wir · Erwarmung bei konstantern Volumen mit 

"norrnaler" adiabatischer Expansion geeignet kornbinieren, haben wir .es 

also in der Hand, den Energiemittelwert in reversibler Weise entlang 

beliebiger Kurven zu fiihren und haben dabei stets normale Statistik. 

Bei die sen normalen Prozes se n lailt sich die SchluLlweise der 
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klassischen 'l'hermodynamik ohne wei teres in Anwendung 
bringen. Durchlauft der Energiemittelwert in dieser Weise eine ge ­
s c h lot< sene K nrve. so mu.B fiir die dabei beteiligten Reservoire 

s = 0 

gelten *). Es nm.B daher bei einem Korper, dessen Zustand durch Energie­
inhalt und Volumen bestimmt ist, 

- p*clv + du* 
d s = - =-----::::0----­

T 

ein vollstandiges Differential sein, was die Beziehung 

-··· a u* a p* r+ - =T-iJv iJ1' 
liefert. Dabei ist 

00 

]J*('l') = f p(tt) W*(u, T)cl~t, 
0 

(17) 

so daB entlang der "normalen " adiabatischen Expansion gema.B Nr. (15) 

"clit = - p*dv 
gilt. 

Temperaturabblingigkeit der normalen Verteilung. Bestimmung aus 
der Thermodynamik**). 

Da der Quotient 
"'1* 

d
-.,.= 1/J(T) w· 

d '1' 

fi.i.r aile Korper dieselbe Zahl ist, so ist er bestimmt, sobald man flir 
einen einzigen Korper rj* als Funktion der Temperatur' ermittelt hat. 

*) Es sei an die analoge Bctrachtung in der klassischen Thermodynamik er­
innert. Dort ist fiir aile reversiblen Kreisprozesse 

Dies lauft darani hinaus, daO 
s = 0. 

cl 8 = _P d·v + dn 
T 

ein vollstandiges Differential ist. Hieraus ergibt sich die Beziehung 

+~- T(JP. 
p 0v - (JT 

Dabei ist p der Druck und Hings der Adiabate gilt fiir die zngeftihrte Arbeit 

**) Vgl. Anm. 12. 
dn = - pdv. 

Zeitschrilt liir Physik. Bd. XXXII. 53 
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Liegt nun eine Reihe mit normaler Energiestatistik vor, o weiLl man 

zwar, wie sich die Statistik entlang der .freien" adiabatischen Expansion 

verandert (vgl. Nr. 14), doch ist damit nicht viel gewonnen, weil entlang 

dieser Expansion im allgemeinen keineswegs die zu dem jeweiligen 

Energiemittelwert u gehorende normale Statistik vorliegt. Man wird aber 

sehen, daLl bei solchen Korpern, fiir welche p von der Form ist 

p (u,v) = uf(v), 

die Statistik entlang der .freien" adiabatischen Expansion, stets normal 

bleiben muLl, wenn der zweite Hauptsatz zu Recht besteht'~) . Man sieht 

zunachst, daLl bei diesen Korpern der Abfall des Energiemittelwertes 

(vgl. Nr. 15) 

~ = f(v) u W(u)du = f(v). u d- J 
dv 

0 

nur von dem jeweiligen Energiemittelwert u allein abhangt und nicht 

durch die gauze Verteilung W(u) mitbestimmt wird . Daraus folgt un­

mittelbar, daLl wenn man von einer Reihe mit normaler Energieverteilung 

ausgeht, der Energiemittelwert bei der freien adiabatischen Expansion 

entlang derselben Kurve im (u, v)-Diagramm lauft wie bei der normalen 

Expansion. Dies sieht man, indem man sich vergegenwli.rtigt, daf3 die 

normal adiabatische Expansion aus unendlich kleinen freien Expansionen 

zusammengesetzt ist und die Beriihrung mit dem Reservoir, welche zur 

Normalhaltung der Verteilung dient, den Energiemittelwert t~ jew·eils 

unverli.ndert laf3t. Im vorliegenden Faile wird dann aber :: durch diese 

Beriihrung auch nicht beeinfluJ3t, so daf3 wir dieselbe Funktion u(v) er­

halten wie bei der freien Expansion. 

Diese Eigenschaft der hervorgehobenen Korperklasse gestattet es. 

einen Widerspruch zu dem zweiten Hauptsatz zu konstruieren, wem1 

man bei den ihr angehOrenden Korpern annimmt, daJ3 die urspriinglich 

normale Verteilung bei der freien adiabatischen Expansion nicht normal 

bleibt. Urn dies einzusehen, kann man von einer normalen Reihe aus­

gehen und diese his zu einem bestimmten Volumen frei adiabatisch 

expandieren lassen. Man nehme nun versuchsweise an, die V erteilunp; 

ware nach der Expansion nicht mehr normaL Dann kann man eine 

fremde normale Reihe dadurch infizieren, daLl man je eines ihrer Exemplare 

paarweise mit den Exemplaren unserer nicht normalen Reihe in Beriihrung 

*) Das icleale GaR uncl cler mit Strahlung erfiillte Hohlraum gehoren zum 
Beispiel in cliese Kategorie. 
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bringt und nach hinreichend langer Zeit wieder trennt. llierdurch hat 
man erreicht, daLl nunmehr die Hilfsreihe auch ,nicht normal" geworden 
ist*). Dabei sind die Energiemittelwerte der Reihen bei die er Beriihrung 
nnverandert geblieben, falls man die Hilfsreihe von passender 1'emperatur 
gewahlt hat. Allerdings wurde dabei auch die Statistik unserer expan­
dierten Reihe abgeandert, uncl dies hat nun zur Folge, daLl man im all­
gemeinen nicht den nrspriinglichen Energiemittelwert zuriick­
erhalt, wenn man diese nun wieder adiabatisch bis zum Ausgangs­
volumen komprimiert. Bei den erwabnten Korpern, fiir welche 

p(u,v) = uf(v) 
gilt, lauft jedoch der Energiemittelwert bei dieser Kompression, trotz 
abgeanderter Statistik auf derselben Kurve, wie bei der voran­
gehenden Expansion (nnd man kann da.nn selbstverstandlich anch noch 
ihre Statistik zur normalen machen, dadurch, daLl man sie mit einem 
passend temperierten Reservoir in Beriihrung bringt). So ware also 
die einzige Verlinderung, welche in diesem Faile hinterbleib~, die, daLl 
die normale Statistik der Hillsreihe abgeandert wurde. Da dies wegen 
der Stabilitat unmoglich ist, muLl also bei diesen Korpern die Statistik 
entlang der , freien " acliabatischen E¥pansion stets normal bleiben. 

Daher brauchen wir, um "1/J (T) zu erhalten, bloLl zu berechnen, wie 
sich bei diesen Korpern die Streuung 'YJ entlang der , freien" Expansion 
verandert, we1m wir von einer normalen Statistik ausgehen ; die normale 
Streuung muLl sich dann entlang der , normalen" Expansion eben so 
and ern. 

Nun andert sich aber langs der , freien " adiabatischen Expansion die 
Streuung gemaLl Nr. (16) 

c~; = - 2 J (tt- u) p (n, v) W(tt, v) du. 
0 

Fiir clie hen-orgehobene Korperklasse, fiir welche 
p(u, v) = uf(v) 

gilt, ist dementsprechend im normalen Anfangszustand der Abfall der 
Streuung **) 

cl'YJ r au 
dv =- 2w(T) aTf(v) . (18) 

Bei der , normalen ·' adiabatischen Expansionist andererseits der Abfall 

*) V gl. Anm. 9. 
''''') V!!;l. Anm . 10. 

cl 'YJ* a * dT a * 
clv a v 'YJ +dv aT'YJ ' (Hl) 

53* 



772 Leo Szilard, 

und dies geht fiir Korper der hervorgehobenen Korperklasse tiber in*) 

d1( r d'l/J au 
dV = - T d1' aTf(v). (20) 

Die Fordenmg, daLl die treuung bei der "freien" und bei der "nor­

malen" Expan ion sich in gleicherWeise andert, ergibt so gemiiLl Nr. (18) 

und Nr. (20) fUr 1/J die Differentialgleichung 

Td'l/J -2·'· = 0. 
dT "' 

Es ist also 
1/J = k.T 2

• (21) 

Und die Formel fiir die normale Streuung lautet: 

au* 
1( = kT2 aT 

Dabei ist k erne Integrationskonstante, deren Wert aus der Erfahrung 

genommen werden mul.l, da dariiber die thermodynamische Theorie nichts 

aussagen kann. W ohl R ber fordert die Thermodynamik, da1.l der Quotient 

fii.r alle Korper dieselbe Zahl, also eine universelle Konstante 

sei. Beim Vergleich mit der molekularen Theorie erkennt man ihre Iden­

titat mit der sogenannteu Boltzmannschen Konstante. 

Fiir die Funktion cp erhiilt man gemaLl Nr. (13) 

1 
cp= --· kT 

Adiabatische Invarianz des statistischen Gewicbts. 

Nachdem die Funktion cp mit Hille des zweiten Hauptsatzes so er­

mittelt wurde, gewinnt die normale Energiestatistik der Korper die Form 

W* = 0(1')g(~t)e 

dabei ist 
1 

O(T) = 

*) Vgl. Anrn. 11. 

" 
kT 

' 
(22) 

(23) 



Ober die Ausdehnung der phanomenologischen Thermodynamik usw. 773 

Die Gleichunoo flir den "thermodynamischen" Korpcr Nr. (17): 

au* a-* 
.P* + av = T a~ 

lautet also ausfi.ihrlich ge,;chrieben 

" J p ge- kT du 

T~o a 1' ::...00--_- ,.- -

fue kTdu 
0 

(24) 

])abei sind sowohl p wie g Funktionen von u und v. Durch eme em­

fache Umformung erhalt man daraus *) 

00 

f 
a a _-.!.':__ 

{- [pg]- - u} e kT du 
a o at£ av 

aT " = 0 
fue-kTdu 
0 

und durch Integration nach T 
00 

J 
r a a } -~ 
l.a t£ [pg]- av g + I((v)g e kT du = 0. 

0 

Dabei ist K(v) die Integrationskonstante, welche nur noch eine Funktion 

von v ist. W eil die Gleichung flir aile Ternperaturen T gilt, so gilt auch 

a a 
.::! [p g l - .::! g + [( ( v) g = 0. 
vt£ vv 

(25) 

Bei allen .,thermodynamischen " Korpern, flir welche also Nr. (17) gilt, 

gehorchen die Funktionen p uncl g der Beziehung Nr. (25). 

Da die Funktionen g (u) nur bis auf einen vom Volumen noch ab­

hangigen Faktor definiert sind**), so hat man eine gewi se Freiheit, 

um g geeignet zu normieren. Setzt man 

G(t£) = y(v)g(u) 

lmcl fiihrt ma.n dann G in die Beziehung Nr. (25) ein, so sieht man, daLl 

et5 ~ich durch passende ·wahl von y (v) stets erreichen liiLlt, daLl die so 

normierte Gewichtsfunktion G die Gleichung 

.:~a [P GJ - .:~a G = o 
v tt vv 

(2G) 

*) Vgl. Anm. 13. 
**) V gl. Anmerkung auf S. 763. 
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erfi.i.llt*). Es gehorcht also G (~t) derselben partiellen DWerentialgleichung, 
welche bei der ,. freien " adiabatischen Expansion fur irgend eine Ver­
teilung W(~t) gilt [vgl. Kr. (14)]. Sie wurde oben abgeleitet als hin­
reichende Bedingung daflir, daJ.l bei der freien adiabatischenExpansion von 
v1 ,bis v 2, durch welche u1 in u

2 
iibergefiihrt wird, die Beziehlmg gelten soil 

W(~t11 v1)d~t1 = W(u2,v2)du2• 

DemgemaJ.l gilt auch 

nnd es ist also 
Gdu 

entlang einer , freien" adiabatischen Expansion invariant. 

Die Entropie einer Verteilung. 

In manchen. Fallen ist es mit Rilfe sehr einfacher reversibler 
Prozesse moglich, eine nicht normale Verteilung in die normale Ver­
teilung von demselben Energiemittelwert iiberzufiihren. Dabei laJ.lt sich 
eine ganz bestimmte Entropieverminderung der an diesen Prozessen 
beteiligten Hilfsreservoire erzwingen, so daJ.l es aus thermodynamischen 
Grii.nden angebracht erscheint, einer bestimmten Verteilung eine be­
stimmte Entropie zuzuordnen, tiber welche man leicbt auch quantitative 
Aussagen machen kaun. 

Wir betrachten hierzu wieder einen Korper, clessen Zustand clurch 
Energieinhalt lmd V olumen bestimmt ist. W enn eine Reilie solcher 
Korper bei v = Va im normalen Zustand vorliegt uncl wir dieselbe bis 
zu clem Yolumen vb einmal , normal " acliabatisch, ein an dermal , frei" 
acliabatisch expandieren lassen, so lauft der Energiemittelwert von dem­
selben Punkte A bei Va ausgehend entlang zweier Yerschiedener Kurven 
(Fig. 1). Wabrend wir bei der , normalen " Expansion entlang der unteren 
Kurve laufeud im Punkte B* ankommen, kommen wir bei der , freien" 
Expansion entlang der oberen Kurve laufend bei B an. Dabei werden 
wir bei der , freien " Expansion im Punkte B mit einer Energiestati tik 

*) Wenn man G in Nr. (25) einflihrt, so erhalt man 

2_ {2_ (p G]- 2_ a} + G {K(v) 2_- 2_ 2..} 
y () u ov y ov y 

= 0, 

wircl also y(v) so gewahlt, daJl 

{K(v) 2_- 2_ 2..} 0 
y ov y 

gilt, so erfiillt G die Gleichung Nr. (26). 
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ankommen, welche von der dem Energiemittelwert uB zugehi:irigen nor­
malen Statistik abweicht. 

Liegt nun umgekehrt von vornherein diese ,nicht normale" 
Reihe bei B vor, so ki:innen wir die Statistik in reversibler Weise in die 
dem Energiemittelwert uB zugehi:irige normale Statistik iiberftihren, indem 
wir die Reihe ,frei" adiabatisch bis v = Va komprimieren, sodann die 
nunmehr bereits normale Reihe , normal" adiabatisch bis v = vb expan­
dieren lassen tmd dann noch eine Erwarmung bei festem V olumen vor­
nehmen. Bei der Kompression lauft dann der Energiemittelwert auf der 
oberen Kurve bis A und bei der darauf folgenden Expansion sodann 
entlang der unteren Kurve bis B*; Wlr brauchen also nur noch bei 

u. 

u 

u u 
va. vb 

Fig. 1. 

festem Volumen zu erwarmen, bis der Energiemittelwert von B* bis B 
gelangt.. Dann haben wir bei unverandertem Energiemittelwert uB die 
Verteiltmg in die normale iibergefiihrt, wobei eine Entropieabnahme der 
Reservoire lediglich anlal.llich der Erwarmung bei festem Volumen erfolgt, 
so dal.l ihr Betrag 6 durch das Integral 

B 

6= p:dT 
B'' . 

angegeben ist. Wir wollen zunachst den Differentialquotienten ~~ be-

rechnen. Zu diesem Zwecke ziehen wir die von B ausgehende Kure u;, 
entlang welcher der Energiemittelwert bei der normalen adiabatischen 
Expansion abfallt, wenn wir von einer normalen Reihe bei B ausgehen. 
Da die Entropie bei der adiabatischen Expansion konstant bleiben muLl 
und die Entro piedifferenz zwischen zwei normalen Reihen bei demselben 
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a-*/ Volumen durch das Integral iiber 
0 
;· T gegeben ist, so ist also bei 

der :Expansion 

und es ist daher im Punkte B bis auf Glieder hoherer Ordnung 

Llu- Llu* 
L/6 = T 

Und also 

oder kiirzer 

d6 _ 1 (au du*) 
CfV- T dv- dV 
d6 p*-p 
dv T 

wenn man gemli..ll Nr. (15) die Bezeichnungen 

_ du J . p = - dv = p(n) W(u).d(n), 
0 

p* =- du = f p(u) W*(u; T)du 
dv J 

0 

(27) 

einfiib.rt. Es gilt nun, wie man sich leicht iiberzeugt*), die Identitat 

li*- p = !:._ (k Joo W* log - g- du- 7u f Wlog Wg du) · 
T dv W* j 

0 0 

Es ist also 6 gemli.B Nr. (27) und entsprechend der Anfangsbedingung 
t5 = 0 fiir v = Va gegeben durcb. 

6 =].) J W* log:* dtt- k J Wlog ~du. (28) 
0 0 

\Vollen wir einer Energiestatistik eine bestimmte Entropie zuordnen, 
und zwar so, da.ll die Entropiedifferenz 81 - S~ zweier Statistiken gleich 
der Entropieabnahme der Reservoire sei, welche man beim Dberfiib.ren 
der Verteilnng 2 in die Verteilnng 1 pro Exemplar im Mittel erzwingt, 
so miissen wir scb.reiben 

S-S* = -6 

*) Vgl. .Anm. 14. 
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tmd also 

S- S* = k J Wlog-:, du -lc J W* log-:* du. 
0 0 

Man kann hier leicht zeigen, daLl im allgemeinen 

S - 8 = k J W log_!!____ du- k J W log_!!____ du (29) 1 2 1 wl 2 w9 
0 0 

gilt, wenn die beiclen Verteilungen durch Kombination von ,freier" adia­
batischer Expru1sion, ,normaler" adiabatischer Expansion und Erwarmen 
bei festem Volumen ineinander iibergefiihrt werden konnen *) und die 
Volumina 1 und 2 identisch sind . Die letztere Einschrankung fiillt fort, 
fall man statt g die gemii.1l Gleichung Nr. (211) normierte Gewichts­
funktion G verwendet, so daB es aus rein thermodynamischen Griinden 
angebracht erscheint, emer Verteilung die Entropie 

zuzuorclnen. 

k J Wlog! du 

0 

(30) 

Die bisher a.ngefiihrten Beispiele sollten zeigen, in welcher \V eise 
man den zweiten Hauptsatz handhaben muLl, urn die Gesetzmailigkeiten 
der Schwanh.<mgserscheinungen zu erhalten. Es ist offenbar moglicb, 
auf Grund des zweit~n Hauptsatzes durch phanomenolo­
gische Betrachtungen die statistische Thermodynamik auf­
zubauen. Immerhin ist auf diesem Wege nicht leicht vorwarts zu 
kommen und es scheint tms daher verniinftiger, einen ,·on Einstein ein­
geschlagenen W eg **) zu verfolgen, wenn man die statistischen Gesetze 
der Thermodynamik gewinnen will. Hier hatten wir allerdings noch 
ein anderes Ziel im Auge. Wir wollten nii.mlich zeigen, dal3 der zweite 
Hauptsatz auch angesichts der Schwankungserscheinungen nichts von 
seinem dogmatisch strengen Charakter verliert und keineswegs zu einem 
nur angenahert giiltigen Gesetz herabsinkt, sondern sich nur in einer 
hoheren Harmonie auflost und so auch noch die Gesetze der Schwan­
kungen festlegt. 

*) Fiir zwei Verteilungen, die sich nicht in solcher Weise ineinander iiber­
fiihren lassen, diirfte es schwerer sein, die Richtigkeit der Forme! Nr. (29) mit 
unseren Hilfsmitteln zu beweisen. 

**) Da wir a. a. 0. Gelegenheit haben, hierauf niiher - einzugehen, mochten 
wir hier nur kurz allf die anscheinend nicht hinreichend bekannte Arbeit von 
Einstein hinwei ·en . (Verb. d. Deutsch. Phys. Ges. 12, 820, 1914.) 
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Die vorliegende Arbeit ist eng mit 1neiner Dissertation verknlipft, 
die im Druck nicht erscheint*). Ich dar£ wohl die Gelegenheit be­
nutzen, Herrn Professor v. Laue fi.lr seine freundliche Anteilnahme und 
sein wohlwollendes Fordern auch an dieser Stelle warmsten Dank zu 
sagen. 

Anmerkungen: 
1) Ist der Energieinhalt des Exemplars aus der Reihe 1) u1 und des aus der 

Reihe 2) u2, so ist der Energieinhalt des aus beideu zusammengesetzten Korpers 

u = u 1 + 1t2· 
Gilt nun fi.ir eine GroDe u 1 das Wahrscheinlichkeitsgesetz W1 und fi.ir eine GroDe 112 
das Wahrscheinlichkeitsgesetz W 2, so gilt, wenn die beiden GroDen voneinander 
statistisch unabhiingig sind, fiir die SUlllme u das Wahrscheinlichkeitsgesetz 

" 
W(11) = Jw1 l~) W 2 (11 

2) Wir schreiben (vgl. Nr. (19): 
1 

C(T), 

es gilt dann die Identitiit 
d u* 

dTlogC(T) = - k T2, 

durch Integration erhiilt man also 

C(T) = 

A 

S v:· <r> --dT 
kjT2 

eT , 

(31) 

wobei A die Integrationskonstante bedeutet. Nun geht aber C (T), wenn T gegen 0 
geht, bei jeder Wahl von g (1t) gegen Unendlich [ vgl. Nr. (31)], und es geht also 
auch das Integral im Exponenten gegen Unendlich. Man sieht daraus. daD man 
bei keiner Wahl von g erreichen kann, daD u* mit T4 abfallt (wie es bei dem 
mit schwarzer Stralllung erfi.illten Hohlraum sein mi.iDte), denn dann wiirde ja 
jenes Integral fiir T = 0 nicht unendlich werden. 

3 ) Wenn wir zwei Reihen mit den Verteilungen W1 und W 2 miteinander 
in der geschilderten Weise in Beriihrnng bringen, dann gilt fi.ir die so ent­
stehende Reihe, deren Exemplare also aus je zwei Korpern zusammengesetzt sind, 

" 
W(u) = S w~m w2(11-~)d~. 

0 
Wir fragen nun nach den neuen Verteilungen in den beiden Reihen, wenn 

wir sie nach hinreichend !anger Beri.ihrung wieder trennen. Hatten die zu­
sammengesetzten Exemplare aile · denselben Energieinhalt 11, so wiiren diese beim 
Trennen entstehenden neuen Verte1lungen durch V12 (1t1 , u) d1t 1 bzw. V21 (u2, u)d1t2 
angegeben. Da jedoch die zusammengesetzten Exemplare nicht aile dieselbe 
Energie enthalten, vielmehr die Wahrscheinlichkeit dafi.ir, daD die Energie eines 
solchen Exemplars zwischen u unci tt + du liegt, durch ein Wahrscheinlichkeits-

*) Dissertation Berlin 1922. 



Uber die Ausdehnung der phiinomenologischen Thermodynamik usw. 779 

gflsetz vV(u) du geregelt wird, so wird clie neue Energieverteilung etwa der 
Reihe 1) nach dem Trennen angegeben durch clas Integral 

W{(ul) = J Vl2lu1 ,~t) lV(u)du. 
0 

Flir den neuen ~uergiemittelwert 
00 

u~ = f UJ W{ (ul)d7tl 
0 

finden wir, weun wir W{ aus Nr. (32) einsetzen und die Bezeichnung 

einflihren, 

und in unserer Niiherung 

dabei bedeutet 17: 

u 

ii1 2 (u) = f tt1 V12 (u1 , tt) dtt1 

0 

u 

u{ f ul2 (u) w (u) du 
0 

[ vgl. Nr. (6)] 

u{ = ih2 (u) + {da~ u!2} _ · '7i 
tt.• lt.=U 

'7 = I (~t- u)2 W(u) du 

und es ist Nr. (3) entsprechend 

'7 = '7!+'72· Es ergibt sich so Nr. (8). 
4) Fiir die Streuung cler neuen Verteilung 

'7~ = I ( UJ - u~)2 W{ (ul) dul 

ergibt sich, wenn man W{ aus Nr. (32) einsetzt und die Bezeichnung 

'112 = I [~t~- U12 ( u)] 2 
vl2 (u1, tt) du1 

einfiihrt, in unserer Niiherung [vgl. Nr. (6)] 

'7{ = ''112 (u) + {aau:12
}

2 
_ ('71 + 112) 

~£ u=u 

(32) 

es sind dabei die Glieder, welche Produkte von Streuungen enthalten, ver­
nachliissigt worden). 

b) In Nr.(lO) substituieren wir flir {ddu12
} _ 

tt 'U = u.• 

dut 

{aau~2}.. = u• = ~a;~· 
dT dT 

dies ist in unserer Niiherung gestattet, denn es ist gemiill Nr. (9) 
u12 [u* (T)] "" u!(T), 
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es ist also 

{a u12} 
d1t ·u = u• (T) 

duT aT 
[ 1' d u* 

duT 
dT 
du* 
dT 

und da 

gilt, so ist 

Ganz analog findet man 

u*(T) uT (T) + u! (T) 

(luT 
dT 

{ d 'ii12} 
c lu - "= u-· = diiT + cltt~ 

dT dT 

du~ 
d1' 

duf -+ auf 
d T d 'T 

Es stellt nun Nr. (10) ein homogenes Gl eichungssystem dar fiir '7! , '7! und '1)12 = '721 , 

und man find et da.raus 

6) Genau genommen, diirfen wir nicht von einem exakten Volumen v aus­
geh en, sondern von einem Zustand, bei welchem der Kolben noch innerhalb eines 
endlichen, wenn auch sehr klein en Intervalls frei beweglich ist. Lassen wir auf 
den Kolben namlich eine konstante Kraft wirken, welche dem Druck des Gases 
im Mittel das Gleichgewicht hiilt, so wird der an sich freie Kolben nicht in Ruhe 

u 

ut 
Fig. 3. 

v 

· verharren, sondern eine Art Brownsche Be· 
· wegung ausfiihren und von der Gleichgewichts­

lage bald mehr, bald weniger entfernt zu liegen 
kommen. Wollen wir seine Lage auf ein kleines 
Intervall einschranken, indem wir etwa von heiden 
Seiten je einen Stellring Iangsam heranschieben, 
so miissen wir Arbeit leisten. Dieser Vorgang 
ist mit der Kompression eines aus einem ein­
zigen Molekiil bestehenden Gases vergleichbar. 
Die aufzuwendende Arbeit geht gegen Unendlich, 
wenn das Intervall gegen 0 kon,·ergiert. Wir 
konnen aber ein fiir allemal irgend ein kleines 
Interval!, irn Volumen ausgedriickt etwa .d, fest­
setzen, innerl1alb dessen sich der Kolben frei 

bewegen kann ; die Arb eit, die geleistet werden muJl , um von einem Volumen 
zwischen v1 und v1 + .d auf ein anderes Volumen zwischen v2 unci v2 + .d zu 
kommen, ist dann lediglich die Kompressionsarbeit fiir das Gas im zylinclrischen 
Gefa.Jl , vorausgesetzt, daJl nur .d geniigend klein ist. 

7) Die Ordinate bei ·v1 (Fig. 3) wird durch die Adiabatenschar 

tt = tt (tt1 , v) 

auf die Ordinate bei v abge bildet. 1st die Wahrseheinlichkeit dafiir, daJl ein 
Punkt auf der link en Ordinate zwischen n 1 und u 1 + d 1t 1 zu liegen kommt 

W (1t 1 , ·v1) d tt1 , 
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so ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daO ihr Bild auf der rechten Ordinate 
zwischen 1t und 1t + d 1t liegt: 

Es gilt also 
W (u, ·v) d 1t = lV (tt1 , v1) d tt1 . 

, ( ) ] () tt ( n 1 , v) . ) VT[ttttl ,vl,v , = ll(tt1 ,v1 . 
0 ~~1 

Differenziert man diese Gleichung partiell nach v bei festem u 1 nnd v1, und setzt 
man dann v = ·v1 , so erhiilt man, wenn man die Bezeichnung 

einfiihrt, 

8) Es ist 

dtt(tt1 ,v) 
;\v = -p(u,v) 

() () 
- (pW)- - H' = 0. 
C\ ·tt Jv 

00 

u(v) = J 1t W(u,v)dtt 
0 

und unter den notigen Stetigkeitsannahmen 

00 

du \' J - = 1t - lofT cln. 
dv Jv 

0 

Indem man aus llerpartiell enDifferentialgleichung Nr.(14) o()v W substituiert, 

clu 
dv r ~~ oou [1> W] d 1t, 

0 

hieraus erhalt man durch partielle Integration, wenn man (p W)O' = 0 setzt, 
00 

du = - f pWdtt. 
dv J 

0 

Ahnlich erhalt man auch aus der partiellen Differentialgleichung Nr. (14) fur 
00 

1/ = J (u- u)2 W (~t) dn 
0 

~~: = -2 f <~~ -u)pW c~~~-
o 

~) Wir zeigeu zuniichst, daJI man zu einer nichtnormalen zusammengesetzten 
Reihe kommt, weni1 man je ein Exemplar einer Reihe mit normaler Statistik 
Wt (u) mit je einem Exemplar einer zweiten Reihe mit nichtnormaler Energie· 
statistik W 2 (u) thermisch in Beriihrung bringt. Die Statistik der zusammen­
gesetzten Reihe ist angegeben durch 

u 

1T'(1t) =I lVt(u-;)W2 @d~. 
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Andererseits erhii.lt man, wenn man zwei normale Reihen zusammensetzt, die zn• sammengesetzte Reihe mit normaler Statistik ; es ist .. 
W*(u) = i Wt (u- ~)Wt (~) cl ~-

Ziehen wir diese heiden Gleichungen voneinander ab, so erhalten wir 
u 

W*(u)- W(tt) = J wr (tt- ~) { w;m- w2 ml d~­o 
Ware nun W = W*, so wiirde fiir aile u 

t£ 

J Wt(u-~){w;m-w2(S)\ du = o 
0 

gelten, was nicht moglich ist, wenn 

W2 =1= W*. 
Urn zu beweisen, da.O durch die Beriihrung mit einer nichtnormalen Reihe die urspriinglich normale Reihe in der Tat infiziert wird, miissen wir noch zeigen, da.D man beim Spalten einer solchen nichtnormalen zusammengesetzten Reihe wieder nichtnormale Reihen bekommt. Dies ist auch der Fall, denn beim Spalten erhii.lt man die Statistik (vgl. Nr. (32) 

W' ( ) _ J 9t (ttJ 92 (u- u1) W ( ) d 1 Ut -
912 

(tt) U u. 
0 Und da andererseits 
00 

W*( ) - J9t(Ut)92(tt-ttl)W*( )cl 1 tt1 -
912 

(u) tt tt 
0 

gilt, so mii.Dte im Faile W~ = Wt 
00 

J W* (tt)- W (u) 92 (u- Ut) ( ) dtt = 0 912 u 
0 

fiir aile u 1 gelten, was nicht moglich ist, wenn 
W =f::: W* 

und die in Betracht kommenden Funktionen hinreichend stark fiir u = oo ver­schwinden. 
10) Die Gleichung Nr.(l6)ergibt fur die hervorgehobene Korperklasse [p=u f(v)] 

00 

cl'I'J 
dv -2f(v) J u(u-u)W(tt)du. 

0 Da clie Iclentitat besteht 

J u(u-u)W(tt) dtt 
0 

so konnen wir auch schreiben 
d'7 
clv 

00 

J (u-u)2 W(u)du 
0 

-2 fJ f(v) 

'I'J, 
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und fur den normalen Anfangszustand miissen wir 
. C\ u* 

'7 = '7* = 1/l(T) () T 
setzen. Wir crhalten also flir den Abfall der Streuung bei der freien Expansion 

11) Setzen wir 

so erhalten wir 

d7] 
dv 

ou* - 2 1/1 (T) () T flv). 

Es gilt nun fiir aile Kiirper flir den Temperaturabfall bei der adiabatischen Expansion 

dT 
d v - () ii.* ' 

ClT so daO gemiiO Nr. (19) 
,Clp* 

o2 u* 1 
o T ( d 1fl <l u* 

1fl o v <l T - o u* df 7iT 
ClT 

flir unscre hcrvorgehobcne Korperklasse, flir welche 

p (u, v) = u f(v) gilt, ist nun 
<l.P* _ C\ u* 
() T - () T f(v) 

und da allgemcin fiir die Korper entsprechend Nr. (17) 
()2 il* ()2 p* 

ov<lT - T<lT2 
gilt [man erhalt dies durch Differentiation aus Nr. (17)], so gilt in unserem Faile 

Es ergibt ·ich daher 

a"* d1fl <l u* "'(f; = - T d T 7)T f(v). 
12) Bei 1ler Betrachtung im Text spielten die Korper, fiir welche 

p (~t, v) = u f(v) 
gilt, eine ausgezeichnete Rolle. Man kann aber die Funktion <p (T) auch er· mitteln, ohnc einc Korperklasse zu bevorzugen. Betrachten wir zwei Korper, die miteinander im Wiirmeglcichgewicht stehen; der Zustand dieses Korperpaares sei dann durch die Angabe der Volumina v1 und v2 und die Gesamtenergie u be· stirnmt. 1\' ir konnen nun cinen adiabatischen ProzeO in reversibler Weise <lurch· fiihren. inclcm wi1· v1 und v2 Iangsam iindern, wiihrend die heiden Korper thermisch 
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verbunden bleiben. Wir konnen so etwa v9 als Funktion von v1 eine beliebig 
geschlossene Kurve in reversibler Weise durchlaufen lassen und berechnen, wie 
sich entlang dieser Kurve die Gesamtenergie u andert. 

Geht man von einer Reihe solcher zusammengesetzten Ktirpe:c mit normaler 
Energiestatistik aus und lallt dann v2 als Funktion von v1 eine geschlossene 
Kurve durcblaufen, so darf dabei der Energiemittelwert der Reihe nicht ab­
genommen haben, wenn der zweite Hauptsatz zu Recht besteht. Lallt man v2 als 
Funktion von v1 eine best i m m t e geschlossene Kurve durchlaufen und be­
zeichnet man tlie Anderung des Energieinhaltes von einem Exemplar dabei mit 
.d (1,), so mull also 

co 

J .d(u)W*(u)du~O 
0 

(33) 

sein. Fiihren wir fiir die adiabatische Veranderung bei festem v2 die Bezeichnung 

du 
d = - P1 (vi, v2, 1') 

vl 

e1n, und analog bei festem v1 

d 1' 

d v2 

so gilt, wenn die Kurve innerhalb einer geniigend engen Umgebung des Ausgangs­
punktes verlauft, je nach Umlaufssinn 

bzw. 
.d _ _ (dP1 _ dP2) 
f - dv2 dv1 · 

Dabei bezeichnet f die umschlossene Flache und es ist etwa dP1 amfiihrlich ge­
dv2 

schrieben 

d pl - ~PI + ~ pl {~} 
d V2 - ~ V2 () U d V2 v

1 
= const . 

Da Nr. (33) sowohl fur den einen als auch fiir den anderen Umlaufssinn gel ten mull, 
so ist 

I .d(u)W*(u)dt' = 0 

oder, indem man 
W* = C(T)g(u)e'P(T)u 

oeriicksichtigt, 

J .d t1,) g (1') e'P (T) '-' d u = 0, 

und cla dies fiir aile Werte T bzw. rp gelten mull, so gilt auch fiir ail e u 

.d = O 
und es ist also 

0. (34) 
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(Man sieht, dall d u = P 1 d v1 + P2 cl v2 ein vollstandiges Differential ist, cl. h. 
es mull 1' eine Funktion von (v1 , v2) sein.] 

Es ist nun gemall Nr. (15) 

P1 (u) = J P1 (uJ V 12 (u1, 1t) d u1, 
0 

Machen wir nun von der Niiherung auf S. 763 Gebrauch, so ergibt sich aus 
der Forderung, dall P 1 und P2 Koeffizienten eines vollstiindigen Differentials 
se ien (Gleichung (34)], nach einer einfachen Rechnung *) fUr Y' wiederum die 
Differentialgleichung 

d '/1 
TdT- 2"1' = 0. 

18) Es gilt einerseits die Identitat 

(35) 

wo,on man sich tiberzeugen kann, indem man auf der rechten Seite 

substituiert ( daJl dies gest attet ist , zeigt man durch partielle Integration, wobei 

" man [p g e- k T] ;;" = 0 berlicksichtigt) und dann di e Differentiation nach T aus-
fiihrt. Ferner gilt die Identitat 

(36) 

indem man den Identitaten Nr. (35) und Nr. (36) entsprechend die Ausdrlicke 

und 

*) Vgl. L. Szil a rd , Disser t . Berlin 1922. 
Zeitschrilt fiir Physik. Bd. XXXII. 54 
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in die Gleichung Nr. (24) 

" " 00 " 

Jpg e-k1'cltt 

T_!_ o _____ _ 
() T oo " J g e- k 1' cl1t 

u 

Jpge-kTcl u Jnge k1'clu 
0 () 0 

00 tl. + -r;; 00 " J g e- k T clu J g e-:- k T cl u 

0 0 

substituiert, erhalt man 

Ullll 

H) Fiihren wir die Bezeichnungen 

00 

J Wlog ~clu = J 

u 

oc 

J W'' lo"' _fJ_ cl tt = J * 
"'W* 

0 

0. 

ein, so ist 
00 

_:!__ (k J' lV* log - 9 .. cl tt- k r lVlog ..2.... cl~t) 
cl v lV"'' J w 

0 0 

dJ* cl J 
k-- k - · 

d v clv' 

es ist nun 

clJ 
clv 

00 

f 
CllV 

. ~ log g cl ~t + 
0 

00 

J
'w o9 \'' ow \'nv -- cl ~t - -- log W cl tt - -- cltt 

g o v <lv o v 
0 0 0 

. ow 
uncl inclem man luer -,- a us cler Differentialgleichung Nr. (U) 

CIV 

(; g 
und - aus cler Differentialgleichung flir thermoclynamische Korper , vgl. Nr. (25), ov 

Cl g - () 
"- "[pul+ Xu u v 0 1t 

substituiert uncl hierauf partiell integriert, finclet man 

Es ist ferner 

clJ 
clv +K 

cZ J* _ o J"' , d T o r· 
""d-;; - o v . 1 dV o T ···, 

(37) 

(38) 
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fli r J * findet man, indem man 

sctzt und ausintegricrt, 

dnbei ist 

Es ist also 

" TV* = C (7') ,q (u) e- k 1' 

u* J':' = - log C(T) +­
kT' 

C= ___ 1 __ 

CJC CJu* 

CJ{JvJ* =- (); + ~;-
Flir das erste Glied auf der rechtcn Seite findet man 

CJO 
()v CJg --:--- J 1t 

- C = C ~ e k T dn, 

0 

(),q 
und wenn man fli r - gema6 cler Gleichung 

c'lv 
()g ;) 
- = -- [pg]+Kg 
CJv ?Ju 

suhstituiert und soclann partiell integriert 

00 11 

• 

( dabei ist j/' die Abkiirzung fiir das Integral fp C g e- kT d u ), so daJJ wir er­

o 
hal ten 

C\u* 
p* ~ 
kT + K +kT · (39) 

Es i-t ferncr 
CJ c CJu';' 
"T u'~ CJ T 

- -0- - k T~ + k 1' 

und d:t die Id cnt itiit 
CJC 
(\ 1' u* 
c - k 1"! 

gi lt, so ist 

"u* 
CJ . (I T 

() TJ'• = k T. (40) 
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Schlielllich ergibt sich ~ ~ aus der Bedingung 

zu 

oder, indem wir hier 

schreiben, erhalten wir 

Wir erhalten somit 

_ ou* ou* 
du = ~dv + 0 T d T 

du 
dv 

d ii ()it* 
d'l' ~-~ 

dv o u* 
oT 

00 

- J p(tt)W(u) du = - p 
0 

dT 
dv 

- o u* 
-p-~ 

() u* 

n 
ou* 

dT o 
cr;. »J* - p -~ 

k T k T 
und es ist also gemliJJ (39) und (42) 

und somit 

dJ*- p*-p 
~ - kT+K 

(41) 

(42) 

(43) 

:J k f W* log J* d 1t- k f W log ~ d u) dJ* dJ p*-p = k ---k- = --· 
dv dv T 

0 0 
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